
Задача 1. 
 

Найти частное решение для указанных начальных условий.  
 

ᇱᇱݕଶݔ = ଶ(ᇱݕ) + ᇱݕݔ − ;ଶݔ (1)ݕ         = −
1
2 ᇱ(1)ݕ      ; = −3;  

 
Это уравнение не содержит искомой функции  ݕ. Введём замену переменной:  
 

݌ = ᇱݕ =
ݕ݀
ݔ݀     → ᇱᇱݕ       =

݌݀
         ݔ݀

 
Получим дифференциальное уравнение первой степени: 
 

ଶݔ ݌݀
ݔ݀ = ଶ݌ + ݌ݔ −  ଶݔ

 
Поделив обе части уравнения на ݔଶ , получим однородное уравнение: 
 

݌݀
ݔ݀ = ቀ

݌
ቁݔ

ଶ
+

݌
ݔ − 1 

 
Сделаем замену переменного: 

 

ݐ =
݌
ݔ    → ݌             = ݐ ∙                 ,ݔ

݌݀
ݔ݀ =

ݐ݀
ݔ݀ ∙ ݔ +  ݐ

 
Получим уравнение:  

 
ݐ݀
ݔ݀ ∙ ݔ + ݐ = ଶݐ  + ݐ − 1 

 
ݐ݀
ݔ݀ ∙ ݔ = ଶݐ  − 1 

 
Это уравнение с разделяющимися переменными: 

 
ݐ݀

ଶݐ − 1 =
ݔ݀
ݔ  

 

න
1
2 ൬

1
ݐ − 1 −

1
ݐ + 1൰ ݐ݀ = න

ݔ݀
ݔ  

 
 

1
2 ln ฬ

ݐ − 1
ݐ + 1ฬ = ln|ݔ| +

1
2 ln  ଵܥ

 
где ܥଵ - константа 

 
 



ln ฬ
ݐ − 1
ݐ + 1ฬ = 2 ∙ ln|ݔ| + ln ଵܥ = ln(ݔଶ) + ln ଵܥ = ln(ܥଵݔଶ) 

 
 

ݐ − 1
ݐ + 1 =    ଶݔଵܥ

 
 

݌
ݔ − 1
݌
ݔ + 1

=    ଶݔଵܥ

 
 

݌ − ݔ
݌ + ݔ =  ଶݔଵܥ

 
 

݌ − ݔ = ݌)ଶݔଵܥ  +  (ݔ
 
 

1)݌ − (ଶݔଵܥ = ଷݔଵܥ +  ݔ
 
 

݌ = ᇱݕ =
ݕ݀
ݔ݀ =

ଷݔଵܥ + ݔ
1 −  ଶݔଵܥ

 
Учитывая начальное условие ݕᇱ(1) = −3 , найдём константу ܥଵ 

 
 

−3 =
ଵ1ଷܥ + 1
1 − ଵ1ଶܥ ,       − 3(1 − (ଵܥ = ଵܥ + 1, −3 + ଵܥ3 = ଵܥ + 1, ଵܥ2 = 4, ଵܥ = 2 

 
ݕ݀
ݔ݀ =

ଷݔ2 + ݔ
1 −  ଶݔ2

 
 

ݕ = න
ଷݔ2 + ݔ
1 − ଶݔ2  ݔ݀

 
Выделим из дроби целую часть и представим дробь в виде суммы простейших дробей:  
 

ଷݔ2 + ݔ
1 − ଶݔ2 = ݔ− +

ݔ2
1 − ଶݔ2 = ݔ− +

ܣ
1 − ݔ2√

+
ܤ

1 + ݔ2√
= ݔ− +

ܣ) + (ܤ + ൫√2ܣ − ݔ൯ܤ2√
1 − ଶݔ2  

 

൜ ܣ + ܤ = 0
ܣ2√ − ܤ2√ = 2

�      ൜ ܣ + ܤ = 0
ܣ − ܤ = √2

�       

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ܣ =

√2
2

ܤ = −
√2
2

� 

 



ଷݔ2 + ݔ
1 − ଶݔ2 = ݔ− +

√2
2 ∙

1
1 − ݔ2√

−
√2
2 ∙

1
1 + ݔ2√

= ݔ− −
1
2 ∙

1

ݔ − 1
√2

−
1
2 ∙

1

ݔ + 1
√2

 

 
 

ݕ = න
ଷݔ2 + ݔ
1 − ଶݔ2 ݔ݀ = − න ݔ݀ݔ −

1
2

න
ݔ݀

ݔ − 1
√2

−
1
2

න
ݔ݀

ݔ + 1
√2

 

 

ݕ = −
ଶݔ

2 −
1
2 ln ฬݔ −

1
√2

ฬ −
1
2 ln ฬݔ +

1
√2

ฬ +  ଶܥ

 
где ܥଶ – константа 

 
 

ݕ = −
ଶݔ

2 −
1
2 ln ฬݔଶ −

1
2ฬ +  ଶܥ

 
Учитывая начальное условие   (1)ݕ = − ଵ

ଶ
 ,    найдём константу ܥଶ 

 

−
1
2 = −

1ଶ

2 −
1
2 ln ฬ1ଶ −

1
2ฬ +  ଶܥ

 

ଶܥ =
1
2 ln

1
2 = −

1
2 ln 2 

 

ݕ = −
ଶݔ

2 −
1
2 ln ฬݔଶ −

1
2ฬ −

1
2 ln 2 

 
 

ݕ = −
ଶݔ

2 −
1
2 ln ቤ

ଶݔ2 − 1
2

ቤ −
1
2 ln 2 = −

ଶݔ

2 −
1
2

(ln|2ݔଶ − 1| − ln 2) −
1
2 ln 2 

 

ݕ = −
ଶݔ

2 −
1
2 ln|2ݔଶ − 1| 

 
Ответ:   
 

ݕ = −
ଶݔ

2 −
1
2 ln|2ݔଶ − 1| 

 
 
 
 
 


